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Аннотация. Исследован процесс возникновения продольных деформаций по высоте объекта цилиндрической 
формы вследствие температурного перепада по его радиусу. Рассмотрен частный случай термонапряженного 
состояния при нагреве цилиндра. Получена количественная оценка деформационного поля при решении осе-
симметричной задачи нагрева объекта цилиндрической формы. На основании существующих аналитических 
зависимостей получены математические зависимости, позволяющие рассчитать нормальные, касательные и 
эквивалентные напряжения. В динамике их развития рассчитано напряженное состояние цилиндров радиусами 
0,1 и 0,05 м при нагреве до 400°С. Показано, что изменение радиуса цилиндра при одинаковых условиях нагре-
ва приводит к уменьшению максимальных растягивающих напряжений с 45,9 до 23,9 МПа, а сжимающих с 43,1 
до 22,5 МПа. Определены главные напряжения по радиусу цилиндрического стержня при нагреве. С использо-
ванием критерия Губера–Мизеса–Генки определено изменение интенсивности напряженного состояния по ра-
диусу цилиндра. Установлено, что в момент выравнивания температуры по радиусу цилиндра наибольшие 
напряжения возникают в переферии слоя и центральных областях исследуемого объекта и составляют при за-
данных условиях расчета 40,5 МПа. Отмечено, что разработанный математический аппарат может быть исполь-
зован для оценки термонапряженного состояния прокатных валков в процессе их термообработки. 

Ключевые слова: тепловое поле, радиальные координаты, термонапряженное состояние, главные напряже-
ния, температурные деформации, условия прочности. 

Введение   
Технологические процессы в металлургии 

зачастую происходят с изменением температур-
ного режима рабочих узлов и деталей использу-
емого оборудования. При этом могут возникать 
значительные термические напряжения, приво-
дящие к выходу из строя машин и агрегатов в 
различных отраслях металлургии. В связи с этим 
возникает необходимость достаточно точного 
расчета термонапряженного состояния объектов 
металлургической промышленности, что может 
быть использовано для анализа и прогнозирова-
ния критических состояний как узлов и меха-
низмов, так и изделий в процессе их изготовле-
ния, например термической обработки [1,2]. Од-
ним из таких объектов являются прокатные вал-
ки, имеющие поверхность вращения, термиче-
ская обработка которых сопряжена с риском 
возникновения критических напряжений и, как 
следствие, с нарушением сплошности материала 
отливки. Поэтому математическое описание 
процесса термонапряженного состояния являет-
ся весьма актуальной задачей. 

Методы исследования 
Рассмотрим возникновение напряженного 

состояния при нагреве цилиндрического стержня 
                                                                                                     

Ó  Колокольцев В.М., Савинов А.С., Андреев С.М., 
Ангольд К.В., 2019 

в условиях упругого деформирования. Известно, 
что при перепаде температур по телу цилиндра 
при его нагреве возникают радиальные rs , 
окружные os , продольные термs  и касательные 

термt  напряжения (рис. 1).  
При разрушении хрупкого тела пределы 

прочности при растяжении значительно ниже 
пределов прочности на сжатие. Следовательно, 
считается, что растягивающие напряжения опас-
нее сжимающих. Известно, что при упругих де-
формациях напряжения прямо пропорциональны 
возникающим внутри тела деформациям. 

Данная работа посвящена вопросу возникно-
вения растягивающих и сжимающих упругих 
относительных деформаций и напряжений при 
температурном перепаде по радиусу цилиндра. 

Рассмотрим цилиндр радиусом R и высотой il , 
разрез которого представлен на рис. 2, а. Учиты-
вая, что по осям х и у задача симметричная, опре-
делим возникновение напряжений в четверти рас-
сматриваемого цилиндра (рис. 2). Разобьем иссле-
дуемый объект на ряд слоев толщиной h, обозначив 
границы полученных слоев как i=[1…N], [N+1…K] 
(рис. 2. а, б). В процессе решения поставленной 
задачи будем определять деформацию границы 
i=N при охлаждении цилиндра [3–5]. Считаем, что 
температурное поле цилиндрического стержня, 
выраженного температурами в границах слоев Тi в 
исследуемый момент времени, известно. 
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Рис.1. Схема напряженного состояния 

при нагреве цилиндра 

Рис. 2. Схема к расчету температурных 
деформаций 

Рассмотрим температурные деформации, 
возникающие в сплошном цилиндре радиусом R. 
Деформация свободной усадки i

св
N=D  границы 

i=N без учета влияния соседних растягивающих 
и сжимающих ее слоев по оси у будет выражена 
следующей формулой: 

i
1
2

св p
N il T a=D = D , (1) 

где i
св

N=D  – абсолютное значение свободной 
усадки границы i=N, м; 

max
p

i NT T T =D = -  –  разность между макси-
мальной температурой цилиндра (температурой 
центра при охлаждении) и температурой иссле-
дуемой границы слоя i =N, °С; 

α – коэффициент температурного расшире-
ния, °С-1. 

Тогда абсолютная деформация при затрудне-
нии i

затр
N=D  будет складываться из соотношения 

жесткостей слоев, растягивающих границу θ1 и 
сжимающих ее θ2 (индекс 1 относится к элемен-
ту, формируемому слоями i=1…N, индекс 2 – к 
элементу, формируемому слоями i=N+1…K), и 
выражаться как [6] 
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где ( )iE t  – температурная зависимость модуля 
продольной упругости i-й границы слоя, МПа; 

iA  – площадь слоя, см2. 
Площадь слоя вычисляется по формуле 

2 2
i 1A i ir rp p -= - . (5) 

Откуда при толщине слоя h (см. рис. 2) 

( )2
iA 2 3h ip= - . (6) 

Учитывая уравнение равновесия [7] 
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где X, Y и Z – составляющие массовых сил, при-
ходящихся на единичный объем. 

Для учета влияния температуры слоев, нахо-
дящихся слева и справа от рассматриваемого 
слоя i=N, перепишем выражения (3) и (4) как [8] 

( ) ( )
1

2
1

1 max

2 3
N

i N
i

i N

T TE t h i
T T

p
-

=

æ ö-
Q = - ç ÷-è ø

å , (8) 

( ) ( )2
2

1 max

2 3 1
K

N i
i

i N N

T TE t h i
T T

p
= +

æ ö-
Q = - +ç ÷-è ø

å , (9) 

τтерм 
τтерм 

σтерм 

σтерм 

св
N=Di

 

затр
N=Di

 

Затрудненная 
усадка 

l i/
2 

h 

Деформация свободной  
усадки 

i=K 

i=N+1 

i=N 

i=1 

i=1 i=N i=N+1 i=K 

z 

1Q  

R 

ri 
ri-1 

2Q

a 

б 

y 



Расчет термонапряженного состояния нагрева стального цилиндрического объекта ...  Колокольцев В.М. и др. 

www.vestnik.magtu.ru        ————————————————————————————————————————————— 39

где Тi – температура i-й границы слоя, °С; 
ТN – температура границы слоя i=N, °С. 
Величина абсолютной растягивающей деформации равна разности между величинами свободной 

и затрудненной усадки: 
раст св затр
i N i N i N= = =D = D - D . (10) 

Подставив в выражение (10) уравнения (1), (2), получим: 

2
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D = D -ç ÷Q + Qè ø

. (11) 

Приняв во внимание выражение (8), (9), на основании формулы (11) вычислим зависимость рас-
тягивающей абсолютной деформации при температурном перепаде по радиусу цилиндра 
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Разделив обе части уравнения (12) на 1
2 il , получим выражение относительной растягивающей 

деформации границы i =N 
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Аналогичный подход был применен для определения относительной деформации слоя i=N при сжатии 
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где min
сж

NT T TD = -  – разность между температурой исследуемой границы слоя i=N и минимальной 
температурой i-го слоя цилиндра, °С. 

Если в работе происходит моделирование напряженного состояния цилиндрического объекта с 
циклическим изменением окружающей среды (например, при термической обработке), то для таких 
случаев выражения (13) и (14) следует переписать как 
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Общую относительную деформацию грани-
цы i=N определим как результирующую дефор-
маций сжатия и растяжения: 

общ раст сж
i N i N i Ne e e= = == - . (17) 

Результаты исследования 
С использованием выражений (13)–(17) про-

ведем расчет температурных деформаций ци-
линдра из стали марки Ст3. Время расчета 200 с, 
радиус цилиндра 0,1 м, система разбивалась на 
50 слоев толщиной d =0,001 м, шаг по времени 

0,1 с, теплопроводность Вт50
°С

l = , теплоемкость 

Дж502
кг С

с =
× °

, плотность исследуемого объекта 

3

кг7820
м

r = , модуль продольной упругости 
52 10 МПаЕ = × , коэффициент температурного 

расширения 6 115 10 Сa - -= × ° , коэффициент 
Пуассона 0,25m = . Начальная температура ци-
линдра 0 20 СТ = ° , температура окружающей 
среды 400 СсрТ = ° . 

Для определения температурных деформа-
ций с использованием численного метода реше-
ния задач теплопроводности проведен расчет 
изменения теплового поля во времени. Результат 
расчета нагрева цилиндра представлен на 
рис. 3, а.  

Полученные количественные значения тем-
ператур по радиусу цилиндра были использова-
ны для определения возникающих температур-
ных деформаций по формулам (15)–(17). Резуль-
таты расчета показаны на рис. 3, б.  Видно,  что 
наибольшую растягивающую деформацию ис-
пытывает центр нагреваемого тела, в то время 
как на поверхности происходит сжатие перифе-
рийных слоев цилиндра. 

Действительно, периферийные слои цилин-
дра, подвергаясь нагреву, не могут свободно де-
формироваться в связи с влиянием соседних, 
более холодных слоев, вследствие чего происхо-
дит сжатие поверхностного слоя, в то время как 
центр объекта имеет наименьшую температуру, 
а следовательно, более нагретые слои растяги-
вают его (см. рис. 3, б). 

Рассмотрим вопрос связи упругих продоль-
ных деформаций цилиндрического объекта с 
возникающими напряжениями.  

Пусть в плоской системе сил вычленили по 
радиусу цилиндра квадратный элемент, площад-
ки которого ограничены слоями i, i+1 (рис. 4, а). 

В начальный момент времени величина стороны 
элемента равна d . Под воздействием темпера-
турного поля в момент времени j  произошло 
изменение размеров, выраженное относительной 
деформацией границ ie , 1ie + , которые к моменту 
времени j  будут иметь следующие размеры 
(рис. 4, б). При этом в первом приближении счи-
таем, что нижняя грань элемента усаживается 
свободно, и ее размер может быть выражен сле-
дующей формулой: 

( )jz Td a d= + D , (18) 

где 1
2

начi
T Т T

+
D = - , С° ;  

а боковые грани элемента изменяются как 

ded )1( += i
j

i , (19) 

ded )1( 11 += ++ i
j

i . (20) 

Возникающий при температурной продоль-
ной деформации угол g  можно определить 

j

xtg
z

g = , (21) 

где g  – угол сдвига, рад. 
При 
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Учитывая выражения (19)–(22), получим 
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Откуда 

1
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Делитель (1 )Ta+ D  – величина второго по-
рядка малости и практически не влияет на ко-
нечный расчет угла сдвига. Тогда уравнение (25) 
можно переписать как 

1

2
i iarctg e e

g +-
= . (26) 
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Откуда, используя закон Гука для деформа-
ции упругого сдвига, возможно определение 
возникающих касательных напряжений: 

( )G tt g= , (27) 

где ( )G t  – температурная зависимость модуля 
упругости II  рода (модуля сдвига), МПа. 

Тогда, подставив в (27) выражение (26), по-
лучим формулу термических напряжений при 
температурной деформации продольных слоев: 

1( )
2

i i
терм G t arctg e e

t +-
= . (28) 

В случае если температурная зависимость 
модуля сдвига для материала не известна, то по-
лученные касательные напряжения можно выра-
зить через температурные зависимости модуля 
продольной упругости [9]: 

1( )
2(1 ) 2

i i
терм

E t arctg e et
m

+-
=

+
. (29) 

Возникающие при температурном перепаде 
нормальные напряжения определяли по формуле 

1( )
2

i i
терм E t e e

s ++
= . (30) 

По полученным формулам (28)–(30) прове-
ден расчет изменения нормальных и касатель-
ных напряжений в динамике, где видно, что 
наибольший рост напряжений для рассматрива-
емого объекта идет до 160–180 с. В дальнейшем 
происходит уменьшение скорости роста напря-
жений, связанное с выравниванием температур-
ного поля по радиусу цилиндра (рис. 5, а). Ана-
логичная картина возникает и при определении 
касательных напряжений (рис. 5, б).  

Анализ распределения нормальных напряже-
ний по радиусу цилиндра (рис. 6) говорит о смене 
напряженного состояния с напряжений сжатия на 
поверхности объекта к напряжениям растяжения, 
максимумы которых возникаю в центре исследу-
емого объекта. Действительно, поверхность объ-
екта под воздействием температур греющей среды 
подвергается сжимающим деформациям вслед-
ствие соприкосновения с более холодными слоя-
ми, располагающимися внутри исследуемого объ-
екта.  Между тем,  как показывает рис. 3, а, 
наименьшую температуру имеет центр цилиндра, 
который, взаимодействуя с более нагретыми сло-
ями, подвергается максимальным растягивающим 
напряжениям, что и отражено на рис. 6. 
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При этом исследование изменения нормаль-

ных напряжений по радиусу цилиндра показы-
вают, что существует переход от растянутых 
слоев к сжатым (точка пересечения с осью абс-
цисс, см. рис. 6). В этих точках происходит 
только деформация чистого сдвига. Со временем 
положение слоев с деформацией чистого сдвига 
смещается к центру цилиндра.  

Полученная картина распределения напря-
жений при продольных деформациях позволила 
определить главные напряжения 1s , 2s , возни-
кающие при температурном перепаде по радиусу 
цилиндра (см. рис. 5). Расчет производится по 
следующим формулам [10]: 

2 2

1

4
2 2

терм термтерм s ts
s

+
= + ; (31) 

2 2

2

4
2 2

терм термтерм s ts
s

+
= - . (32) 

Как видно на рис. 7, 1s  значительно больше 

2s ,  что согласуется с существующими пред-
ставлениями о напряженном состоянии стенки 
цилиндра. Однако анализ изменения напряжен-
ного состояния в исследуемых волокнах говорит 
о совпадении знаков главных напряжений. То 
есть центр объекта, слои на радиусах 0,02 и 0,04 
испытывают всестороннее растяжение. Между 
тем поверхность цилиндра испытывает всесто-
роннее сжатие. 

Для выявления влияния геометрических пара-
метров, выраженных радиусом цилиндра, на его 
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напряженно-деформированное состояние был 
произведен расчет главных напряжений 1s , 

2s цилиндра из стали 3 радиусом 0,05 м. Результа-
ты расчета представлены на рис. 7. Как видно из 
рисунка, динамика роста напряженного состояния 
практически не изменяется от изменения радиуса, 
однако окончание роста главных напряжений 
наступает значительно раньше, в районе 40 с. Это 
связано с более быстрым прогревом объекта и, как 
следствие, с меньшим перепадом температур по 
радиусу цилиндра, что приводит к значительному 
падению возникающих максимальных растягива-
ющих напряжений с 45,9 до 23,9 МПа и сжимаю-
щих с 43,1 до 22,5 МПа. Это соответствует физи-
ческому смыслу возникновения термонапряжен-
ного состояния объекта.  

Полученные значения главных напряжений 
могут быть использованы для оценки прочности 
изделия. Учитывая, что сталь 3 относится к пла-
стичным материалам, для обобщения получен-
ных напряжений используем четвертую гипотезу 
прочности [9, 10]: 

( ) ( ) ( )( ) [ ]2 2 2
1 2 21 3 3 1

1
2

IV
эквs s s s s s s s= - + - + - £ ,(33) 

где IV
эквs  – эквивалентное напряжение по IV  ги-

потезе прочности, МПа; 
[ ]s  – допускаемое напряжение, МПа. 
Или для плоского напряженного состояния, 

рассматриваемого в работе: 

[ ]2 2
1 1 2 2

IV
эквs s s s s s= - + £ . (34) 

В момент времени t=200 с изменение эквива-
лентного напряжения по радиусу цилиндра 
R=0,1 м графически выразится зависимостью, 
представленной на рис. 8. 

Для пластичного материала опасное состояние 
возникает при превышении им предела текучести 
как при деформация сжатия, так и растяжения. Это 
наблюдается на рис. 8, где рост эквивалентных 
напряжений σIV

экв  происходит как на растянутых, 
так и сжатых слоях, при этом экстремум функции 
наблюдается в районе нейтрального слоя при пе-
реходе от растянутых слоев к сжатым (см. рис. 6). 
Сравнив полученные значения σIV

экв с допускае-
мыми напряжениями, можно произвести оценку 
прочности исследуемого цилиндра. 

Заключение 
Моделирование и расчет термонапряженного 

состояния цилиндрического тела (в частности 
прокатных валков при термообработке), позво-
ляет сравнить текущее напряженное состояние с 
критическим с целью оценки прочности матери-
ала. Это обеспечивает на стадии проектирования 
технологического цикла термической обработки 
изделия выявление критических деформаций и 
напряжений, приводящих к разрушению стенки 
изделия и, как следствие, возможности управле-
ния его напряженно-деформированным состоя-
нием с целью исключения нарушения сплошно-
сти материала, приводящего к браку в отливке. 
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Abstract. The paper studies longitudinal strains occurring 
along the height of a cylindrical object as a result of the tem-
perature difference along the cylinder radius. It describes a 
particular case of a thermal stress state, when heating a cyl-
inder. A temperature field was measured, when solving an 
axisymmetric task of heating a cylindrical object. Using the 
existing analytical dependence, the authors identified math-
ematical relations to calculate normal, tangential, and equiv-
alent stresses. Such procedure may be applied to determine a 
stress state of cylinders 0.1 and 0.05 m in radius, when heat-
ing up to 400°C. It is shown that changes in a cylinder radi-
us, maintaining the same heating conditions, result in de-
creasing maximum tension stresses from 45.9 to 23.9 MPa, 
and compressive stresses from 43.1 to 22.5 MPa. The au-
thors determined principal stresses along a cylindrical rod 
radius during heating. Applying the Huber–Mises–Hencky 
criterion, changes in a growth rate of the stress state along a 
cylinder radius was determined. It is found that at the point 
of equalizing temperature along the cylinder radius, the 
highest stresses are in the layer periphery and central areas 
of the object under study and amount to 40.5 MPa at set 
conditions of calculations. It is noted that the developed 
mathematical tool may be used to evaluate a thermal stress 
state of mill rolls during their heat treatment. 

Keywords: Temperature field, radial coordinates, thermal 
stress state, principal stresses, temperature strains, 
strength conditions. 
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